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Archimedes, die Quadratur der Parabel und das

Axiom der Archimedischen Ordnung

0.Univ.Prof.Dr. J. Hejtmanek,
Mathematisches Institut der Universitdt Wien
Strudlhofgasse 4, 1090-Wien

§ O Einleitung

In den letzten Jahren habe ich mit Studenten der Mathematik und
Altphilologie vier Seminare idber griechische mathematische Texte
abgehalten. Wir haben das 1. und das 10. Buch der "Elemente" des
Euklid und einen Brief des Archimedes "Uber die Quadratur der
Parabel”, den er an seinen Freund Dositheos geschrieben hat, in

der Originalsprache gelesen, ilbersetzt und philologisch und mathe-
mathisch interpretiert. Sinn dieser Seminare war das tiefere Ein-
dringen in die Ideenwelt griechischer Mathematiker, und zwar sowohl
aus der Grammatik der griechischen. Sprache heraus, als auch mit

dem Ziel, die eigene mathematische Forschungsarbeit und damit die
Lehrtitigkeit anzuregen und zu verbessern. Dies m&chte ich die
historische Methode in der reinen und angewandten Mathematik nennen.,
Aus diesen Seminaren sind bis heute drei Hausarbeiten hervorgegangen,
ndmlich der "Euklidische Algorithmus und die Anthyphairesis", die
"Darstellung grofer Zahlen beil Archimedes und heute" und die
"Quadratur der Parabel". Von letzterer Arbeit, die von Frau Magister
Primmer verfaft wurde, werde ich in diesem Vortrag ausfithrlich Ge-

brauch machen.




Archimedes lebte von 287 bis 212 vor Christus, die meiste
Zeit in seiner Vaterstadt Syrakus, einer dorischen Kolonie in
Sizilien. Deshalb ist seine Sprache ein dorischer Dialekt,
wihrend die "Elemente" des Euklid etwa um 300 vor Christus in
Alexandria in der Kot%7, der “gemeingamen Sprache", verfagt

wurden, in der auch die Evangelien geschrieben sind.

Der Brief des Archimedes an seinen Freund und Kollegen
Dositheos ist mit tevreaywviopo§ TmagaBoince iliberschrieben, was
mit Umwandlung eines Parabelabschnittes in ein Viereck zu {ber-
setzen ist. Dieser Titel geht nicht auf Archimedes zuriick, weil
er das Wort magaPoin nicht verwendet, sondern sie mit "Schnitt
eines orthogonalen Kegels" umschreibt; siehe die folgende Ab-

bildung:

Die Einteiiung meines Vortrages orientiert sich am Aufbau des
Briefes:
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tetpaywviopos fagaBoine :

a) Vorwort (mit Formulierung des Archimedischen Axioms) ,

b) Eigenschaften der Parabel (Satz 1-5, teilweise ohne
Bewelis) ,

c) der "mechanische" Beweis (Satz 6-17, Anwendung des
Archimedischen Axioms),

d) der "geometrische" Bewels (Satz 18-24, Anwendung des
Archimedischen Axioms).
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§ 1 Vorwort des Briefes

Es folgt die Ubersetzung des Vorwortes mit Bemerkungen dazwischen:
“Archimedes griidt Dositheos: Wwir h&rten, daB Konon gestorben ist,
der uns gegenilber voll Freundschaft war, daf Du mit ihm befreundet
warst und daf Du in der Geometrie sehr bewandert bist."

Archimedes verwendet den pluralis majestaticus. Wenn heute in
mathematischen Arbeiten das "wir" verwendet wird, dann in folgendem
Sinn: Es wird damit der Schreiber und der Leser in eine Gemeinschaft

zusammengefaft.

»Wir haben seinen Tod mit grofem Schmerz vernommen, da er uns ein
Freund war, und da er in der Mathematik bewundernswert'war. Wir
beschlossen, Dir einen Brief zu schreiben, wie wir friher an Konon
geschrieben haben, und zwar iUber geometrische Sdtze, die bis jetzt
unbewiesen waren, aber jetzt von uns durchschaut wurden, die zu-
erst von ung auf mechanische Weise gefunden, dann aber auch auf
geometrische Weise bewiesen wurden. Von denen, die in der Geometrie
bewandert sind, haben einige versucht dariber zu schreiben, ob es
méglich ist, einen gegebenen Kreis oder Kreisabschnitt in ein
flichengleiches Quadrat zu verwandeln. Sie haben auch versucht,
einen Parabelabschnitt in ein flidchengleiches Quadrat zu ver-
wandeln. Sie haben dazu unbewiesene Lemmata beniitzt. Deshalb werden
diese Quadraturen als nicht bewiesen angesehen,

Das Wort Lemma kommt von Aauﬁavw, dh. ich nehme auf, und bedeutet
etwas, das aufgenommen wurde und aus dem eine Einheit gemacht wurde.
Lemma kann also bedeuten, etwas als Axiom, dh. als Forderung, an-
nehmen, oder etwas als einen neuen Satz formulieren, der dann

spiter bewiesen werden mufi. Heute {ibersetzt man Lemma als Hilfs-
satz. Cewisse Hilfssdtze kdnnen aber von fundamentaler Bedeutung

sein, wie das Zornsche Lemma. Dieser kann man als Axiom oder als
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Hilfssatz in der Mathematischen Logik auffassen. Dieser Hilfs-
satz wird etwa aus dem Auswahlaxiom bewiesen.

"Wir wissen, dag niemand von uns einen Parabelabschnitt_in ein
fl¥chengleiches Quadrat verwandeln konnte. Dieses wurde jetzt

von uns gefunden."

Es wird hier das Wort éSQldKuL ich finde, verwendet. Heute ver-
steht man unter der heuristischen Methode in der Mathematik den
Weg, der zwar ungenau und nicht exakt, aber mit Intuition zum
Ziel fihrt.

"Es wird gezeigt, daB der Parabelabschnitt fldchengleich 1%
des Dreiecks mit gleicher Basis und Hdhe ist:

Zum Beweis nehmen wir das folgende Lemma als richtig an: Es
seien zwel ungleiche Flichenstiicke gegeben. Die Differenz des
gréBeren vom kleineren kann man zu sich selbst so oft hinzu-
filgen, bis sie ein weiteres gegebenes Fldchenstiick ibertrifft.”

Heutige Formulierung dieses Axioms: va>0, vb>0, b-a>0, vc>O,

In€ N, n-(b-a)>c. Sinnvollerweise wird dieses Axiom gebraucht,
wenn b-a klein und ¢ grof ist. Es ist also der Sinn dieses
Axioms, daB8 man jede kleine positive GréS8e endlich oft addieren
kann und damit jede groBe positive Gr8fe Ubertreffen kann. Wenn

Sie fiir b-a den Radius des Atomkernes in cm, etwa 10-12, und fir
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c die Schulden der VUEST, in 8S, setzen, dann tst n=1024, der
Loschmidtschen Zahl, gleich.

"Schon frilher haben Geometer dieses Lemma benilitzt und haben ge-
zeigt, daBf sich die Kreisfliche wie die zweite Potenz des Radius
und der Kugelinhalt wie die dritte Potenz des Radius verhdlt,

und mit Hilfe eines dhnlichen Lemmas, daf die Pyramide gleich %
des Prismas mit gleicher Basis und HShe und ein Kegel gleich %
des Zylinders mit gleicher Basis und Hohe ist. Jeder der ange-
fiihrten Theoremata wird genauso fiir wahr gehalten, wie Theoremata,

die ohne dieses Lemma auskommen."

Nach Archimedes gibt es also zweil Klassen von geometrischen
Sdtzen, solche, die ohne das Archimedische Axiom auskommen, und
solche, die es bendtigen. Es soll uns immer bewuBSt sein, ob und
an welcher Stelle im Bewels eines Satzes ein bestimmtes Axiom

bendtigt wird.

"Mir geniigt es, wenn das, was ich herausgegeben habe, flr genauso
richtig gehalten wird, wie das, was jene durchgefithrt haben. Wir
haben die Beweise zusammengeschrieben, wie wir sie zuerst mit
Hilfe der Mechanik durchschaut, und dann mit Hilfe der Geometrie
bewiesen haben. Zuerst aber wird Uber die Grundlagen der Kegel-
schnittslinien geschrieben werden, alles das, was wir fir unseren
Beweis bendtigen.

Lebe wohl!"

§ 2 Eigenschaften der Parabel

Die ersten drei Sdtze werden bei Archimedes ohne Beweis angefiihrt.
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gatz 3: Es sei ein Parabelabschnitt mit Basis Al gegeben,
und es sei A der Mittelpunkt der Basis Ar. Wenn EZ parallel
zur Basis Ar ist, dann gilt

Dies folgt sofort aus ger Darstellung der Parabel durch die
Funktion y = xz, dh. %7 = Konstante. Archimedes bemerkt, das

dies alles in den Grundlagen Uber Kegelschnittlinien (z.B. bei
Euklid) gezeigt wird. Satz 4 und 5 werden bei Archimedes bewiesen.
Tch formuliere beide Sitze und lilberlasse die Beweise als Ubungs-

beispiel Thnen:

Satz 4: ©0Z : OH = AA : AZ
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Satz 1: Es sei ein Parabelschnitt mit Basis Al gegeben. Wenn

B jener Punkt auf der Parabel ist, dessen Tangente parallel zur
Basis Al ist, und wenn A der Schnittpunkt der Geraden durch B,
die parallel zur Parabelachse ist, mit die Basis ATl ist, dann ist

AA=AT . A

*
- T — %

e
Py

P4
- ['\
\

Parabel achse

Es gilt auch die Umkehrung: Wenn A die Basis AT halbiert, und
wenn die Gerade durch A, die parallel zur Parabelachse ist, die
Parabel in B schneidet, dann ist die Tangente in B parallel zur

Basis AT.
Bemerkung: Archimedes unterscheidet den allgemeinen Fall "BA ist
parallel zur Parabelachse" und den speziellen Fall "BA ist die

Parabelachse": B
B(

= L\
i [

Wir kdnnen sagen, daB beide Fdlle durch affine Transformation

der Ebene auseinander hervorgehen. Eine solche Transformation

hat die folgenden Eigenschaften:
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a) Die Parabel geht in eine Parabel Uber,

b) eine Tangente geht in eine Tangénte tiber,

c) parallel Gerade gehen in parallel Gerade uber,

d) Gerade, die parallel zur Achse sind, gehen in Gerade, die
parallel zur Achse sind iber,

e) Verhiltnisse von Strecken bleiben erhalten und

f) Verhiltnisse von Flichen bleiben erhalten.

Es geniigt also, das spezielle Parabelsegment ABT zu untersuchen,
wobei B der Scheitel der Parabel ist:

B

wenn wir also zeigen, das das Parabelsegment ABT = 1% Dreieck ABT
im speziellen Fall ist, dann gilt das auch filr den allgemeinen

Fall,

Satz 2: (Konstruktion der Tangente an eine Parabel): Es sei ein
Parabelabschnitt mit Basis AT gegeben. Es sei A der Mittelpunkt

der Basis AT. Wenn die Gerade durch A, die parallel zur Parabel-
achse ist, die Parabel in B schneidet, und wenn die Tangente in

I diese Gerade in E schneidet, dann ist AB = BE:

E

B

/]
‘A/AI‘
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Satz 5: Es sei TA die Tangente in I' an die Parabel. Dann gilt:

OA ¢ OK = KI' : KA

§ 3 Der geometrische Beweis

Bei Archimedes wird im letzten Satz, dh. im Satz 24, bewiesen,
daf der Parabelabschnitt = 1% Dreieck mit gleicher Basis und
H6he ist. Zum Beweis bendtigen wir mehrere Ergebnisse, die wir

jetzt zusammenstellen und teilweise beweisen werden.

Satz 20: Dreieck mit gleicher Basis und H&he >%-Parabelabschnitt.
Beweis: Der Parabelabschnitt wird, wie iiblich, mit ABT bezeichnet
Wir zeichnen das Parallelogramm ATEA, wobei AA und TE parallel

zur Parabelachse sind:
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Aus der Konstruktion der Tangenten in A und in ' folgt, daB
der Parabelabschnitt ganz im Parallelogramm liegt. Wir er-
halten somit: Parabelabschnitt ABT < Parallelogramm AlEA = 2-
Dreieck ABr, was zu beweisen war.

Satz 21: Der Parabelabschnitt wird, wie lblich, mit ABT be-

zeichnet. Das Dreieck AZB hat dieselbe Basis und H8he wie der

Parabelabschnitt ABZ. Dann gilt: Dreieck AZB = 1 Dreieck ABT.

8

Bewels: Durch Z legen wir eine Gerade, die parallel zu AT ist.
Diese schneidet BA in 0.

A F A r

Aus der Eigenschaft der Parabel (siehe Satz 3) folgt, das

AA® ¢ 02 = BA : BO
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Weil AA =2 AE und AE = 02 ist, so ist BO = % BA.

Der Beweis des Satzes folgt dann aus der folgenden Zeichnung:

Wir kdnnen nun das folgende Iterationsverfahren beschreiben:
Die Summe aller Dreiecke im (n+1)-~ten Schritt ist gleich % der
Summe aller Dreiecke im n-ten Schritt, wobei n=1,2,3,..., dh.

1
F =7 Fn' n=1,2,3,...:

1
n
=D
)

res

Wir haben bis jetzt nur gezeigt, dap aus den Eigenschaften der

Parabel folgt, dan F2 = % F1 ist. Durch vollstdndige Induktion
zeigt man, dag Fn+1 = % Fn, fiir alle ne N ist. Die Methode der

vollstindigen Induktion wird bei Euklid und Archimedes verwendet,

ohne daf sie diese genauer beschrieben.
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Wir zitieren jetzt aus dem 10. Buch der "Elemente" des Euklid den
Satz 1: Es seien zwel positive Grdéfien ao>o und e°>0 gegeben

(Der interessante Fall ist jener, bei dem ag sehr groB8 und €5
sehr klein ist). Wir bilden:

- A - 1
a,:= a bo' wobei bo>7 a, ist,
- 5]
a,:= a1-b1, wobel b1 5 a, ist,
‘_ 1
an+1*'ah-qn' wobeli bn>§ a, ist.

Dann existiert eine natiirliche Zahl n, sodaRB an<eo wird. Der
Beweis dieses Satzes bendtigt das Archimedische Axiom. Wir werden
auf den Beweis im folgenden Abschnitt ndher eingehen. Soviel

aber sel bemerkt, dag a <;L a_ 1ist, und somit an<eo, wenn nur n

n.,n o
geniigend grof gewdhlt wira.

1
satz 23 (Archimedes): Es sei F1 gegeben, und es sei Fn+1‘ ry Fn'

n=1,2,3,..., rekursiv gegeben. Dann gilt:

+...+F + 1pr = 3p
n 3

F 3'n

+F

172 1

Beweis: In der Sprechweise der heutigen Analysis ist die Partial-

summe der Reihe 1+%+;%+... durch
4
1,1 1 _ 4 -
1"*4'|_4_2|o-- + 4_2_-‘ '5

1
3

R
4h
zu berechnen. Archimedes fithrt diesen Beweis allein mit Hilfe

geometrischer Uberlequngen, die unserer heutigen analytischen
Methode zugrundeliegen.
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Nach allen diesen Vorbereitungen kdnnen wir den folgenden

Satz bewelsen:
satz 24 (Archimedes)

Parabelabschnitt = 1%-Dreieck mit gleicher Basis und Hdhe.
Beweis: 2Zur Abkilrzung schreiben wir P:= Parabelabschnitt und
K:= %'Dreieck mit gleicher Basis und Hdhe. F1,F2,...Fn seien,
wie vorhin, definiert. Die Archimedische Beweisidee ist, sowohl
die Annahme K<P, als auch die Annahme K>P auf einen Widerspruch

zu fithren. Es handelt sich also um zwei indirekte Beweise.

Angenommen, es sei K<P. Dann ist €5i™ P-K>0. Wir beschreiben
das folgende Verfahren:

wobei 6, > f— a, il

/ uw&k{ ég:»j%tn éﬂ(

pann gibt es ein nE€ N mit an<eo. An dieser Stelle geht das
Archimedische Axiom in der Form von Satz 1, Buch 10 der
"rlemente"” des Euklid ein. Aus

P-(F1+F +...+Fn) = an<eo = P-K

2

folgt, daB F,+F,+...+F >K ist.
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Nach den Archimedigschen Axiom ist ein endliches Vielfaches

von Az=eo grdfer al.s AB=ao. Dies soll bereits mit zwei Schritten
erreicht sein, dh.

3 €0 = AZ + ZH + HE > AB = a,

Wir subtrahieren von der linken Seite weniger als die Hilfte
von AE, ndmlich HE, und von der rechten Seite mehr als die
Hdlfte von AB, ndmlich ©B. Dann bleibt die Ungleichung erhalten:

AZ + ZH > AO0.
Wir machen nochmals dasselbe mit ZH links und KO rechts:

AZ > AK,dh € > a,

Ende des Beweises.

Euklid beschridnkt sich auf diesen einfachen Fall (dh. a3<eo):
der allgemeine Fall folgt leicht.

Die rationalen Zahlen @ und die reellen Zahlen R sind
Archimedisch geordnete Kdrper. IR ist vollstandig,aist es nicht.
Das Wort "vollstdndig" kann in zweifacher Weise verstanden werden:

a) vollstidndig beziiglich der Norm des absoluten Betrages
Nxll :=1xl, x€ IR dh. jede Cauchy-Fodlge ist eine konvergente
Folge, und

b) vollstdndig beziiglich der Ordnung, dh. jede nach oben
beschrdnkte Menge hat eine kleinste obere Schranke
(= Supremum).
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Andererseits folgt aus Satz 23 (Archimedes) F1+F2+...+Fn+ an = K,

3
und somit F1+F2+...+Fn<x.
Beides filhrt auf einen Widerspruch. Also ist K<P falsch.

Angenommen, es seil K>P. Dann ist €,:= K-P>0.

1
Aus F1+F2+...+Fn+ an = K folgt, dan

1
K - (F1+F2+...+Fn) = 3F <F,
ist. Dann gibt es ein n€ N mit Fn<so. Aus dieser Stelle geht

3'n
wieder das Archimedische Axiom ein. Aus

K - (F1+F2+...+Fn) < K-P
folgt, das F1+F2+...+Fn>P ist.
Andererseits ist aber F1+F2+...+Fn<P.

Beides filhrt auf einen Widerspruch. Also ist K>P falsch.

Bemerkung: Archimedes hat gezeigt, das beide Aussagen K<P und

K>P falsch sind, und folgert daraus, intuitiv, daB K=P sein muB.
Wir filgen hinzu: Wenn man dem Parabelabschnitt eine positive

reelle Zahl als Flidcheninhalt zuordnen kann, und wenn die reellen
Zzahlen ein vollstdndig Archimedisch geordneter Kérper sind, dann
ist K=P. Es ist wohl klar, warum man diese Methode die Exhaustions-
methode (von exhaurire ... ausschdpfen) nennt.

§ 4 Das Axiom der Archimedischen Ordnung

In diesem Abschnitt werden wir einige Formulierungen und einige
Folgerungen des Archimedischen Axioms behandeln. Wdhrend bei
Archimedes, "Uber die Quadratur der Parabel", das Axiom in der
Form o

va>0, vb>?, b>a, vc>0, In€E N, n.(b-a)>c
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geschrieben wird, wo wird es in der heutigen Analysis
(siehe z.B. Hewitt-Stromberg, "Real and Abstract Analysis”)
folgendermaBen formuliert:

va>0, vb>0, 3JIn€N, n-b>a.

Wie gesagt, ist dieser Formulierung nur fir groB8es a und
kleines b sinnwll. Eine &dquivalente Formulierung ist

Va>0, V¥ b>0, 3In €N, -%-< b.
Daraus folgt die in der Analysils wichtige SchluBweise:
Wenn Ia|<%, fiir alle ne N, dann ist a=0.

Als Beispiel dazu sei der in der Analysis gefilhrte Beweis der
Eindeutigkeit des Limes einer Folge reeller Zahlen angefiihrt:
Angenommen, es seien a und a' zwei Limiten ein- und dec-selben

Folge (an). Aus

a-a'l £ la~a + la_=-a'
| 1 | nI | n |

folgt la-a'l < ¢, fir jedes positive €, insbesondere fir c= %,
und somit a=a’',

Archimedes und seine mathematischen Zeitgenossen hatten Schwierig-
keiten, dieses Axiom (oder Lemma, wie Archimedes es nennt) zu er-
fassen. Dies geht aus dem Vorwort seines Briefes an Dositheos
hervor, wo er schreibt, daf es Sdtze gibt, die man ohne dieses
Axiom beweisen kann, und Sdtze, zu deren Beweils man dieses Axiom
braucht. Wahrscheinlich hat er versucht, dieses Lemma zu beweisen,
und es ist ihm nicht gelungen. Aus meiner Vorlesung Analysis I
habe ich die Erfahrung gewonnen, daB Studierende Schwierigkeiten
mit der SchluBffolge "vne N, lal < % =» a=0" haben. Man hat also
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in der historischen Entwicklung der Mathematik (zur Zeit von
Euklid und Archimedes) dieselben Schwierigkeiten gefihlt, wie
in der individuellen Entwicklung des Studierenden der
Mathematik. In der Biologie hat man ein dhnliches Verhalten
zum blogenetischen Grundgesetz erhoben: Die Phylogenese
(=Stammentwicklung) ist parallel zur Ontogenese, dh. zur

Entwicklung des Individuums.

Wwir haben Satz 1, Buch 10 der "Elemente" des Euklid bereits
formuliert und angewendet. Ich md8chte jetzt den Beweis nach

Euklid und in seiner Schreibweise bringen.

Satz 1 (Fuklid): Es seien zwel Gri&sen a°>0 und eo>0 gegeben.
wir bilden:

ist,
ist,

13= ao”bo' wobel bo>
a,:= a1—b1, wobei b1>

o

No| o]~

.

.

_ 1
anﬂ‘—anl%V wobel bn>§ a_ 1ist.

n
Dann existiert eine natiirliche Zahl n, sodaB a_<e, wird.

Beweis: Wir verwenden die Bezeichnung von Euklid, und nehmen

mit ihm an, daf bereits a3<eo ist.

A Eo 6; 80

- ' :
—e &

A*Z e B 2y

4—5‘ Y

4
3

N ¢
N
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Beachten Sie, das die Menge {1,1.4,1.41,1.414,...) eine
obere Schranke hat, z.B. die obere Schranke 2. Sie hat keine
kleinste obere Schranke in@, wohl aber eine in IR, nimlich /2.

Die reellen Zahlen sind als vollstindiger Archimedisch ge-
ordneter K&rper eindeutig charakterisiert, in dem Sinne, das
jeder vollstindige Archimedisch geordneter Kdrper isomorph
(und zwar algebraisch und bezfiglich der Ordnung) zulR ist

§ 5 Bemerkungen zum mechanischen Beweis

Es ist nicht mdglich hier den ganzen Bewels zu bringen; es
seien aber einige Hinwelise dazu gebracht. Wir machen die

folgende Zeichnung, und beschrénken uns mit Archimedes auf
die Zerlequng der Basis des Parabelabschnittes in 5 Teile:

Satz 14:




Der Rewels wird hier nicht gebracht. Wir wollen das Flict
stick auf der linken Seite der ingleichung die Archimedische
Untersumme des Parabelabschnittes und das Fldchenstilck auf

der rechten Seite der Ungleichung die Archimedische Obersumme

nennen. Dann 1ist Satz 14 dquivalent zur Aussage

Archimedische Untersumme < < Archimedische Obersumme.

Wieder wird dann mit Hilfe des Archimedischen Axioms gezeigt
werden, daB die Fldche des Parabelsegmentes nicht grdfer und

. v 4 " . . . <
nicht kleiner als 5 Flidche des Drelecks mit gleicher Basis und

Hdhe sein kann. Der Weg wird von Archimedes der mechanische Weg

gerannt, weil er im Beweis Sidtze folgender Art verwendet:

Satz 6: ILs sei ¢in Waagebalken ABT gegeben, der in B unter-
stiitzt sei . B I
A A
lf sy

Z

A

Es sel das rechtwinkelige Dreleck ABT in B und I am Waage-

balken aufgehdngt. Wenn 2 = %-ABP ist, dann ist Cleichgewicht,

Beweis: Wir ersetzen die Aufhdngung in B und T durch eine Auf-

hingung ilber dem Schwerpunkt © des Dreiecks:

e poimsemmstuptinnt) ey ———— “r

i
z ‘e
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Nach dem Hebelgesetz ist dann Gleichgewicht, wenn
Kraft - Kraftarm = Last - Lastarm

. 1

ist, dh. Z - 1 = ABT - 3

Ende des Beweises.

Die Archimedische Ober- und Untersumme des Parabelabschnittes

erinnert uns an die Riemannsche Ober- und Untersumme:

Es erhebt sich die Frage, warum Archimedes eine Summe dieser
Art gewdhlt hat. Die Antwort auf diese Frage ist, daf er mit
Hilfe geometrischer Eigenschaften der Parabel zeigen kann
(satz 16), daB

1l

/

|
i
|
|
|
i /
|
¥
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dh. die Differenz zwischen Archimedischer Cbersumme und
Archimedischer Untersumme ist dem rechts gezeichneten Dreieck
gleich, und dieses Dreieck kann man beliebig klein machen,
wenn man die Zerlegung hinreichend fein wdhlt. Dies ist der
Vorteil in der Wahl der Archimedischen Summen, gegeniiber dem

riemannschen Summen, wo man diesen SchluB nicht machen kann.

§ 6 MNichtstandard Analysis

Aus dem Archimedischen Axiom folgt, daf es keine unendlich
kleine positive reelle Zahl geben kann, dh. wenn a =z O, und

wenn a < %, fiir alle ne N, dann a = 0. Mit solchen infinitesimalen
7ahlen hat aber Leibnitz intuitiv in selner Differential~-, und
Integralrechnung gearbeitet und damit Erfolg gehabt. In den
letzten Jahrzehnten hat man sich mit einer Exaktifizierung des
Rechnens mit infinitesimalen Zahlen befafit. Die Erweiterung

des Zahlbegriffs filhrt auf die nichtstandard reellen Zahlen
(oder hyperreellen Zahlen) und auf die Nichtstandard Analysis.

In diesem Abschnitt sei einiges im Zusammenhang mit dem

Archimedischen Axiom dariiber gesagt.

Die reellen Zahlen sind abbrechende und nichtabbrechende
Dezimalbriiche, mit denen man intuitiv rechnen kann. Zusdtzlich
ist es mdglich, die reellen Zahlen aus den rationalen Zahlen
heraus zu konstruieren, Man geht dazu folgendermafien vor:

@N sel die Menge aller Folgen rationaler Zahlen, dh. (ak)ke N ?
akf?@. Aus dieser Menge greift man die Cauchy-Folgen heraus, und

fiilhrt eine Xquivalenzrelation ein:
(ak) ~ (bk): (ak—bk) ist eine Nullfolge.

Dann ist die Menge der Rquivalenzklassen (ak) von Cauchy-Folgen
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isomorph zu IR.

Wenn man versucht, diese Konstruktion mit reellen Zahlen,

statt mit rationalen Zahlen, durchzufilhren, dann erhdlt man

nur wieder IR. Bei der Konstruktion der hyperreellen Zahlen

geht man dhnlich vor: ‘

nzlq sei die Menge aller Folgen reeller Zahlen, dh. (ak)kEiN y
akEIm. Man fiihrt eine Xquivalenzrelation so geschickt ein, da
die Menge der Aquivalenzklassen (ak) méglichst viele gute
Eigenschaften hat, z.B. auch Eigenschaften der infinitesimalen
7zahlen. Bei diesem technischen Problem der Einfllhrung der
fAquivalenzrelation sei auf die Lehrbilicher der Nichtstandard
Analysis verwiesen. Es sel nur erwihnt, das die Nullfolgen
dann nicht in einer Klasse, sondern in unendlich viele Klassen
zerfallen. Diese nennt man die Monade von Null, nach Leibniz,
und die Elemente der Monade von Null die infinitesimalen Zahlen,
Fiir die nichtstandard reellen Zahlen gilt das Archimedische
Axiom nicht, dh. man kann nicht folgen: Wenn a 2 O, und wenn

a < %, filr alle ne N ,dann a = 0, sondern nur, da8 a eine
positive infinitesimale Zahl ist. Zum Verstdndnis sei darauf
verwiesen, daf (n'ak)kEiN ’nEiN, wieder eine Nullfolge ist,
wenn (a, ), . €ine Nullfolge war. Mit den nichtstandard reellen
72ahlen x und dx kann man, wie Leibnitz es schon gemacht hat,
intuitiv rechnen. Es sei als Beispiel die Tangentenrichtung der

Parabel y = x2 bestimmt:

(x+dx)2-—x2
dx

= 2x+dx.

Hier ist x eine standard reelle Zahl und dx eine nichtstandard
reelle infinitesimale Zahl,




rwischen den rationalen Zahlen liegen also die reellen Zahlen,
und weiters zwischen den reellen Zahlen die nichtstandard

reellen Zahlen. Insbesondere fdchert sich die reelle Zahl

Null zur Monade von Null auf.

7usammenfassend kann man -olgendes aussagen: 1) Die rationalen
7ahlen @ sind ein Archimedisch geordneter Kérper, 2) Die reellen
zahlen M sind cin vollstidndiqg Archimedisch geordneter Korper und
37 Die hyperreellen Zahlen *IR sind ein geordneter Kdrper, der
nicht Archimedisch geordnet und nicht vollstdndig ist. In bt

gibt es unendlich kleine (infinitesimale) und unendlich groge

{infinite) Zahlen.

§ 7 Schlufworte

7zum AbschluB meines Vortrages michte ich einige Worte zum
tragischen Tod des gréften griechischen Mathematikers und eineg
der grépsten Mathematiker aller Zeiten sagen. Hannibal mufte sich nach
seinem Sieqg liber die Romer bel Cannae im Jahre 216 vor Christus
nach Xarthago zuriickziehen. Seine Fldtte berithrte auch Syrakus

auf Sizilien. Dies machten die Romer den Bewohnern von Syrakus

zum Vorwurf und begannen die Stadt zu belagern. Archimedes hat
seine Kenntnisse aus Mechanik und Optik zum Bau von Verteidigungs-
maschinen seiner Heimatstadt zur Verfligung gestellt. Damals war
das - im Cegensatz zu heute - elne Selbstverstdndlichkeit flr
einen Maturwissenschafter. Die Rémer eroberten 212 vor Christus
die Stadt. Archimedes starb unter dem Schwert eines Soldaten,
obwohl der rémische Consul Metellus den Befehl gegeben hatte,

Archimedes lebend zu ihm zu bringen.

Archimedes war, als er starb, lber 70 Jahre alt und arbeitete

gerarde an cinem Problem mit Kreisen.




